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Teoria dos Conjuntos

Um conjunto é uma colecao de objetos distintos. Esses objetos sdo membros ou elementos de um conjunto.
O conjunto pode conter elementos bastante distintos entre si e os objetos podem ser bastante abstratos.

e Conjunto de objetos vermelhos
e Conjunto de fonemas do chinés
e Conjunto de niimeros naturais

Conjuntos podem ser grandes, infinitos, conter um tnico membro ou mesmo serem vazios. Um conjunto pode
conter outros conjuntos, de forma que um conjunto também pode ser membro de outros conjuntos.

Um conjunto pode ser bem definido mesmo que ndo conhecamos todos os seus membros. Por exemplo, o
conjunto dos habitantes de Salvador. O interessante da Teoria dos Conjuntos, alids, é explorar o que podemos
fazer com conjuntos independentemente de quais sdo seus membros.

Um pouco de notagao

Por convengéo matemética, os conjuntos recebem letras maitsculas como nomes: conjunto A de autores da
literatura portuguesa; conjunto F' de fonemas do francés, etc.

Além disso, quando queremos especificar os membros de um conjunto temos trés opgoes:

o Lista: Podemos listar os membros de um conjunto: A = {Camilo Castelo Branco, E¢a de Queirds,
Almeida Garret, ...} Note que podemos utilizar reticéncias para indicar partes do conjunto que nao
mencionamos ou mesmo infinitude.

o Propriedades dos elementos (notagdo de Predicado): Podemos utilizar a seguinte notaciao A =
{z | © é autor da literatura portuguesa}. Ou seja, especificamos uma propriedade para qualquer elemento
x que pertenga no conjunto. Essa notagdo pode ser ainda mais formalizada, por exemplo: P = {z [z €
N "z < 10}, conjunto dos niimeros naturais (que pertencem a N) e sdo menores que 10.

e Regras recursivas: Essa é muito 1til para linguistas. Vamos supor que queiramos um conjunto de
nimeros pares a partir de 4 (E = {4,6,8,10. .. }. Podemos criar a seguinte lista de regras:

—4eFE
— x € E— (x+2) € E (se x pertence a E, x+2 também pertence a E)
— Nada mais pertence a E.

Voltaremos as regras recursivas mais tarde, apds aprendermos um pouco sobre logica.

E importante mencionar que, para conjuntos, apenas consideramos os membros distintos. Dessa forma,
{1,1,2,3,4,4} = {1,2,3,4}. Alids, se dois conjuntos A e B possuem exatamente os mesmos membros, dizemos
que eles sdo conjuntos idénticos, A = B

O ndmero de membros que pertencem a um dado conjunto A é a cardinalidade de A, representada por |A|.
Dessa forma, se A = {a,e,i,0,u}, |A| = 5.



Subconjuntos

Quando todo membro de um conjunto A é também membro de B dizemos que A é um subconjunto de B,
ou A C B. Perceba que se todo membro de A é membro de B é possivel que A = B. Ou seja, A pode ser
subconjunto dele préprio. A notagdo A C B d& conta disso. Porém, se quisermos deixar claro que estamos
falando de um subconjunto A que nao possui todos os elementos de B, utilizamos a notacio A C B, e dizemos
que A é um subconjunto préprio de B.

Exemplos:

o V=A{a,e,i,0,u} e A= {x|r é uma letra do alfabeto}, portanto V' C A.
e A= B, portanto A C B.
o Sabemos que A = {t,m,n,k,p} e que B C A. Dessa forma:

— B pode ser idéntico a A.

— A pode ter ao menos um membro a mais que B.

Quando A ndo é um subconjunto de B, utilizamos as notagoes A ¢ B ou A € B conforme o caso.

Para pensar: Considerando que membros de conjuntos sdo diferentes de conjuntos, mas que conjuntos
podem ser membros de outros conjuntos, as afirmagcdes abaixo sdo verdadeiras se A = {c, {d}}:

e {c¢} C A, um conjunto contendo ¢ é um subconjunto de A.
o {d} ¢ A, {d} nao é um subconjunto de A, porque d ¢ A, mas
o {{d}} C A, um conjunto contendo um conjunto que contém d é um subconjunto de A porque o conjunto

{d} € A.

Portanto, embora conjuntos podem ter outros conjuntos como membros, um subconjunto A de um conjunto
B é diferente de um conjunto A que seja membro de um conjunto B.

Conjunto poténcia (conjunto de partes)

Um conjunto poténcia (power set) p(A) é o conjunto contendo todos os subconjuntos de A. Ele possui a
cardinalidade 2", em que n é o numero de membros de A.

Considerando que A = {a, b}, seus subconjuntos sao:
° {avb}
* {a}
. {v}

(), conjunto vazio (todo conjunto tem um conjunto vazio como subconjunto)

Logo, p(A) = {{a,b}. {a}, {8}, 0} e |p(4)| = 22 = 4.

Uniao e Intersecgao

Com a noc¢ao de subconjuntos conseguimos derivar outros conjuntos a partir de um tnico conjunto. Com as
nogdes de unido e intersecgao conseguimos formar novos conjuntos a partir de dois conjuntos.

A uniao de dois conjuntos A e B corresponde a um conjunto com todos os membros de A e todos os membros
de B. A notagdo é AU B. Dessa forma, se A = {a,e,k} e B={m,t,u}, AUB = {a,e, k,m,t, u}.

A intersecgao de dois conjuntos A e B corresponde a um conjunt com apenas os membros em comum entre
A e B. A notagdo é AN B. Dessa forma, se A = {i,j,k} e B={k,l,m}, AnB = {k}.

Importante: unido e intersecgdo sdao operagdes que geram conjuntos, nao membros de conjuntos. Dessa
forma, seguindo acima ANB ={k} e ANB #k

Podemos definir logicamente unido e intersecgao da seguinte forma:

e« AUB={z|r€ Aouxe€ B}
e ANB={z|lrc Aex € B}



Diferenca e Complemento

Além das operagoes de unido e intersecgao, temos a operagao de subtragdo, veja a definicdo logica:
A—-B={zlxr € Aex ¢ B}

Isso significa todos os membros do conjunto A que nao pertencem ao conjunto B. A — B também é conhecido

como o complemento relativo de A e B. Quando queremos um conjunto que inclui todo o universo menos o
conjunto A queremos o complemento de A, que é notado por A’:

A ={zlxg A} =U—-A

Conjuntos em R
R possui algumas fungdes que nos permitem lidar com conjuntos. Concretamente temos:

e union(A,B) - retorna (como vetor) o conjunto AU B

o intersect(A,B) - retorna (como vetor) o conjunto AN B

e setequal(A,B) - retorna TRUE se A = B

e setdiff(A,B) - retorna o conjunto A — B

e is.element(x, A) oux %in’ A-retorna TRUEse z € A
Vamos ver alguns exemplos:

# Vamos criar os conjuntos caes.A e caes.B que serdo conjuntos de cdes
caes.A <- c("Toté6", "Julieta", "Brutus", "Luna")
caes.B <- c("Lulu", "Julieta", "Atila")

# Vejamos a unido de caes.A e caes.B
union(caes.A,caes.B)

## [1] "Totd" "Julieta" "Brutus" "Luna" "Lulu" "Atila"

# Agora, a intersecgcdo de A e B:
intersect(caes.A, caes.B)

## [1] "Julieta"

# Vamos ver se Luna pertence ao conjunto caes.B:
"Luna" %in’% caes.B

## [1] FALSE

# E no caes.A?
"Luna" %in}% caes.A

## [1] TRUE

# Vamos ver caes.B - caes.A:
setdiff (caes.B,caes.A)

## [1] "Lulu" "Atila"

Relacoes e Funcgoes

Um conceito paralelo ao de conjuntos é o de par ordenado. Ao passo que conjuntos ndo possuem ordem e
os elementos sao tinicos, pares ordenados permitem elementos repetidos e possuem ordenamento.

< a,b > é um par ordenado em que o primeiro elemento é a e o segundo é b.
Além de pares ordenados, podemos ter tuplas (3 elementos), quadruplas, etc.

Se temos dois conjuntos A e B, podemos formar pares ordenados a partir de seus membros a partir do
produto cartesiano:



AxB={<a,b>|la€Aebec B}

Vamos supor que A = {a,b} e B ={1,2,3}, dessa forma, A x B={<a,1 >,<a,2>,<a,3><b,1><
b,2 > < b,3 >}

Em R podemos criar tabelas (data.frame) com produtos cartesianos da seguinte forma:

# Criar os conjuntos A e B

A <- c("a" nbn)

B <- ¢(1,2,3)

# Criar o data.frame com os pares ordenados a partir do produto cartesiano entre A e B:
expand.grid(A,B)

## Varl Var2

## 1 a 1
## 2 b 1
##t 3 a 2
#it 4 b 2
## 5 a 3
## 6 b 3

Uma relacdo é um subconjunto do produto cartesiano de dois conjuntos, logo R C A x B. Podemos representar
uma relagdo entre membros de A e de B como aRb ou Rab.

Uma fungao é um tipo especial de relagdo. Uma funcao é uma relacdo do tipo aRb em que:

e O conjunto A é o dominio de R
e O conjunto B é o contradominio de R
e Todo elemento do dominio é pareado com apenas um elemento do contradominio.

Em outras palavras, nunca teremos mais de um par com um elemento de A, mas podemos ter mais de um
par com o mesmo elemento de B. Além disso, todo elemento do conjunto A precisa estar pareado com B,
mas nem todo elemento de B precisa estar pareado com A.

Considerando A = {a,b} e B = {1,2, 3}, temos que:

o Isso é uma fungdo: {< a,1 >,< b,1 >}, todos os membros de A estdo pareados com ao menos um
membro de B

o Isso também é uma fungdo: {< a,3 >,<b,2 >}

o Isso ndo é uma funcio: {< a,1 >}, apenas um membro de A estd pareado com ao menos um membro
de B

o Isso também nao é uma funcao: {< a,1>,<b,2>,<b,3 >} hd mais de um par com um elemento de

A

Representamos fungoes de varias formas:

e Notagao de conjuntos: F': A — B, uma func¢do de dominio A e contradominio B.

o Notagdo de predicado: F = {< z,y > |y = 22}, uma fungdo que relaciona um ntmero a seu dobro.
» Notagao f(x): f(z) = 2z, para qualquer x, retorne o dobro de x.

e Notacao lambda: \z.2z, idem.

Em R podemos criar fungoes:

# funcdo que retorna o dobro de um numero x fornecido
f <- function(x) 2 * x

# chamando a funcdo para o numero 4

£(4)

# [1] 8

# podemos aplicar a fung¢do a todo um vetor:
£(c(1,2,3,4,5))



## [1] 2 4 6 8 10

# podemos criar uma tabela com todos os wvalores de y para T sendo um nimero de 1 a 10:
x <- 1:10

y <= f(x)

data.frame(cbind(x,y))

## X vy
## 1 1 2
## 2 2 4
## 3 3 6
#* 4 4 8
# 5 5 10
# 6 6 12
## 7 7 14
## 8 8 16
## 9 9 18
## 10 10 20

O conjunto de valores retornados por uma funcdo (os valores de b em < a,b >) é denominado imagem.
Dessa foram, podemos definir conjuntos a partir de fungoes.

Como aprendemos fungoes apenas com nimeros na escola ndo pensamos que o conceito de fungao pode se
aplicar a quaisquer coisas. Quando mudamos de canal na televisao, por exemplo, temos uma funcao que liga
um nimero N a um canal C F': N — C. Mais de um nimero pode resultar no mesmo canal (acontecia em
alguns servigos de tv a cabo antigos, por exemplo), mas nunca um mesmo nimero resulta em dois canais.

Em nossa pesquisa é muito saudéavel tentar traduzir os problemas para essa linguagem matematica de fungoes,
conjuntos, pares e relacoes. Isso nos revelara uma série de possibilidades sobre como trabalhar com o que
temos.
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